


Determinants



V dim V = c

Alt(V
; K) est de dimension &

ot done admet one base farmer
d'un seul elt 70 le determinant







Determinant d'un eudomorphisme

p : V =- V
,
Ne Alt Iv,
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gine Alt
"
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=dete) . A detek







Determinant d'une

natice
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Rmg : p :V -oV BaV MematBG
det (mutzq) = det(p)
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Calculs de Determinants



Prenve :

detM =[sign(s) Mocore *6122"--MG(d)d
sed

la somu ne parte que sur les 6 tg
pour J Ed, 6/)ian



Cs /appelons God
,

le ensemble)
sout des permutation tqsi jed of

qui permutent 51, ..., dog elcu coup
elle permutent le complementaireEdi, ..y c-
s andnisent de permutation des ens
disjoints



50, ..., d3 ---

,d+z]

Ge,(/)eGG...
-

&d
,

stun
sigpe

de Od et l'application
et un isomorphisme de gpe.
S
d+&1, ...,daz5de



et sign(o) = sign(0, /sign(62/

detM = [ sign (0)mc/mo
Gedd

,Go,
--MG(d
,
(d, Mo(+)a+) -

- Mold+d2)d,+de



=
2 sign (6) sign (62) x

↳
=sim)sign
= detM
, - detMr





Preve :



Quand rencontre ton des matriceloes

Sort G : V-V on suppose que
V= V, Ve et que

PNo)c Up .
alor zi la basedev

est B = Byw Be avecBy
base deV.

Bebase deV2



=dimVa
alo

mat
,up) in
side,,., ed =B

,

Glei) etcl de Se,---,ed
etn'auva pas de composante
cuivant les elts de B2



Calcul
par reduction



Preuve Tij sat MeMa(k) is

Tij M et la matrice MSue deMare
la vieme et lajieme ligue
echange

det (Tij M) =detTij de TM = det Mig



det His detL,, ..., Lo
&

=det 1 ,by,Li, ---,Ld
< J

=
= det/y --

y
Li, - - -,Ly, ...La

=
-det M

or utilisela definition de detM commeI det des d bignes qui composed M I



detFij det M = -detM

det Tij = -1 .

- Clij cat une matrice triangulaire
Sup on infinieure Isivantquest

avec des Is surladiagonale
detClip =T =

&



Dix etdiagonale avec des I sportant
(sur la diagonale) sanf en(i)
on on aX

det D ,,x = (1* x = X

I



On peut utiliser a resultat pour
calculer detM entransformant M
an ane forme echafonnee .
-
sile ub dechellon et < d Miest pas
inversible etdet M = O
-si le ub dechellous est d



E =Te .....To T, M

E = triangulaire sup letsondet
stfacile a calcules) etl

det=detTi x+M

lemieux c'est de ne pasfaire dedifatiation
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Developpement de Lagrange



j

Milf) It la mutrice dexd-1
obtenne a partir de M en otant

la iieme line et lagieme
columne

.



Ex : /bab
= - b(f +e/



Preuse (por to 12 colonnel
scient v
,, ...,VEK" les vecteurs

correspondant aux d colonnes de M

Vk = More+ Mcke2+-... Make

detM = det(Ve, ..., Vol
Bey, --,

j
=↑



y= m
,ne+... -

+ MdXld
d

det/-..d) =_Mindete, - --,d

V = myg( + M2z2+... - + Mdzed
:

cos
vz= Moz? + V2 Vz= M,z9 + V

pour
i=1
, ... ,d

Hi



delei, ---,Vadettei,
la fonction (v .. vodetfei,
stune FMA end variable

sur le Ker V"Vettle
, ...e

y veV +get=0]



detei, ,dete
&↳Sep ,enter in ed

avec
= deffei,e----e

i-T-(i) detzle, --,ed) =(1)



detM= det(v,, - . .,va) = &mindeterNi
B

=M

Formule de Lagrange pour la1Colonne
j

Famule de Lagrange pour yaque
Ou note M1 la matrice issue de



Malors avoirchange le 1 et

la gieme colonne : on obtient In

famule enonecce a partir du dev
de Lagrange de detM' par rapport
a la 12colore : ca introduct le

signe (-1) dan la somme .
I



Formules de Cramer



/cofMcofIMI



lab ( -badd o



Preve M = (Migli&
M-cof(M) = m
=detMil

le developpement de Lagrange le
long d'une colome I dit exactementd

↳mmij = det M



= da composante (68) de la matrice
product M est det M

Pour conclure if suffit de myIs autre composantes /3, j) avec
REJ sont nulles



on vent my REJ
&

Y mi Mij
=
&

d

=>miM(
Sort Mark la matrice don't le
colonnes sout celles de M



sauf la kieme colonne qu'ourement
egal a la gieme colome deM

= C-. Cnc) M,I ↑ 9
6 R

↓ k



det MM
=deta ... G ... g...d

44
-k
--

en developpantce determinant
par rapport a la kieme colore
on obtient



& mij(*ku+M(i(k) =0
u= 1

El



Applications de Cramer

Algebrique : si AcK stun sousanneau
de K / par example #CQ

et Me Ma(A) alone

detMe A et Tcof(M)c Md(A)
etsi detMeA-03 MEM



en particulier si detMcA

lis A=1 detMEPFB) alas

McMg(A)
(det*)"Tcof(A) eMulA) ·



myse : M(R)-
&L
stuve

espace

topologique /muni de la Propologie
product de IR/

-
M -> detM etur polynome
en les coordoumesdeMetert
done continue

*
M = *cof(M) eMp(IR) estume
get continue can MdCIR/



· su GLd(IR) =&M +
g detMFOY

Comme def) ) at un fatcontinue
GLq (IR) et un ouvert deGL(IR)

am GLg(IR) la fot
M - M et continue



Pou =1 Ma(IR) = IR

EIR-Goz-elR-303
at continue



Polynome Caracteristique



Anneau de Polynome
K = Corps (CorK+2)

d
k[X] =Gao + a,X+ ... apX no

,
a
,
-

,age)
dyo

l'anneau des poly nome a coefs do K
enfant qu'ensemble on definit K[X] come
l'ensuble des unites



kn /so < K "a supportfini"
existe d ,o tq: etantdoune/an e

Gu note= (, ) %= 10
,
1
,
/

= 10,0, 1, ) 10
,
0
,%,

Nl'ensemble de ste a supportfinik



IN
est un s Kev de K

Doutine base est la base des monomes

B = SX:1 ,XX,E ... ... ]
(ao, --.., ad,) aua

,
N+...and

si K=Fp le polynome
XP.Xthe fotwillanp



# et fini de cordinal p-1
#y+0 xP=1

Exelp P= X ieepo



k[X] atun anneau commuta

d etun
IsJulgebre

P(X) = 90 + a ,X + ..
.
+adX

Q(x) = bo + b,X + - - - +by
2d

PQ(X) := c +gX + ... - +GX

-le



ME Ma(K) son poly nome conacturistie
c'est le polynome
Por
,m
(4) : = det )X .Fd-M/

XIq -Mc Mq(k[X])



M= Imerm
a

a
Mod

-H=Mike a



Pea
,
M(X) = =sign()mid

Ged

les coefs de XIq-M sout les

(Sig-mijliged EMK(
-



Si on vent faire de l'AL pour le
Pol car de M on considere

l
corps

des Fraction rationelle
P(X)P
,QCk[])K(X) =Sat a

G carp contient K comme scorps
K etidentific an Poly de oo





Prenve :

Pea
,
M(X) = =sign()mid

Ged
degPear
,
MXC .

et ly a un send terme
de do d : E=Edd etle cof dominant

=sign(Idd) ++=1



On a P(O) = ao= det)0Id-M/
= det (M) =(1)det M

le cosf de do d
. est le cof de la

contribution de 6=Id

1_-mil =X*Emmen)x
*

#
+ adeX

&2"--mod

D



Ex : ( % ) =M Pola
,

M(x)=YX)
= X2 -ED = X+ )

M=/ab Poly(x)u-ba-N-d -be

=
- (a+d) X + ad-b



m = 1000 ↑
001-a



Mature Compagnene

det)Edd -Mp) = P(X)





Preuve: Polcan,M(/) =det)X .Idd-
*M)

=det) +(XFd -
+M/)

=det)Id -M/
= det (XI1 =M) =Polcar

,
M



Pole/XId-MN) Pd(XId-NM
Ou lefait en supposant Minversible.
Polcan(XId-MN) =det/XMM"MN)
= det /M /XM"NI) =det /M/det(XMN/
= det((XMN/M) =det (XIdg-NM)



si M n'est
pas
inversible on a recount

a une actuce :

on travailler dan leK K(T)

M +T
.IdeMa(k(T))

My = M +TId est inversible as Maki
can son det estun poly entde dod



on a donc

Polcar
,Mn() = Polcu,NME

det)XId - (M +TId/N)=det(XI - N(M+TI
egulite de deux polynomes enT



sou prend T=O days atte identite

MT
=O
=M et on a

Pol
Car,MN

= Polcar
,

NM.

I



Preve : Pocan
,
PMp
+ (4)=Polcan

,
popM(X/

= Polcan
,
IdM(X/

= Polcan
,
M141 #I



Preuve : det)XId-M/
xId-M = (Xq

-M,

O XIdle-Ma
atune "nature blocs et son detest



le product des determinants des bloos

det)XIdd-My/detXEddeMr

E





Polynome characteristique
d'un endomorphisme



dimV
= dp : -Y

Ring : C'est bien defini : si B'ature7

autre base deV et M =matzi(p)
alor M'

= matiMmatiis'
=> Polcar

,

Mi(X) =Polcar,M(X/





Sous-espaces Propres



Denve : Sort /Tq Par
,pl) =O

=
det (Id-gl=0-Preteahe

ber(XId-p) +203 Pexiste veV-Go
+
g (d -g)(v)=Ou = xv-g()



Reciproquement soit XC KetveV-So)
To G()= X .

v alose

reber(Id-q)=
XId-q net

pas
inversible

det (Id-y) =0 = Pear
,p(x)
I





-hin de Cayley . Hamilton



A-K-algebre leg .
A= Ma(k)

,
End wi

GeA et PCX)as a
,
X
-xad

our definit l'evaluation de Pen &
par P(q)= 9092 a,pranq ... agg9

A



erp
: Pek[X] -- P(g)EA
(P+q((q) =XP(g) +Q(q)
(PQ((q) = P(q)q(q)



dim() = Dx/Mdimde
Sat KIX] l'ev des polynomes deXD

doD =Sta... a
est de dim D+ 1



du coup l'application linaire

evp
: ([*]p- A

a un noyau #30]/pm beThm NI
dim KC&]p=dimkerevedimmery
= DH = dimker eve + (dimN



dim Kenergy
if existe P de doD Ptq

P(p) = 0x
Par exemple si MEMa(K) if existe

Pf0 de do Tq



MRarM ....,M +noId = Old
k+1.

Ex : I 0 on IId=One



Ring : d Pcu
,m
= d <d

Preve : G : / -V
sat + unretem

+0

sat Up-Vectiv, gir, yes, ....,q-Kyl

dimV, GlimV et V
, possed
e a



base de la forme
B = Ev ,ve, ...,gu]
alors complete atte bare on we bare

de V B=B
, wBa

et
pas definition de V

,
on aque

g(V,V



MatBrB(q) =/
Polcar
,p(X) =Polcan,/Polcan,MX

= Polcar
,
M2(*/ Polcam

,

(4)



la matrice M, et une matrice companion

: x= (()
p(u)=92()· G =g(u)10

et an connect so

pol caracteristique
et ou montre que pour

clui ci



Polcan
,MPIV =O

et alors

Polcar
,

M19)=PolM(q)Polcm
=Pol =
I



Determinanten Car=2



Rmq



Preuve(de l'alternance


